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ОБОБЩЕННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННОГО  
СОЕДИНЕНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС, УЧИТЫВАЮЩИЕ 
НАЛИЧИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ И ДЕФОРМАЦИЙ ЭЛЕМЕНТОВ ПЕРЕДАЧ 

 
В статье приведена методика описания геометрии боковой поверхности пространственно-

модифицированных зубьев цилиндрических зубчатых колес при известной геометрии исходного зубчато-
го колеса для условий внешнего и внутреннего зацеплений с помощью обобщенных зависимостей. Зави-
симости учитывают влияние на геометрию боковой поверхности зубьев погрешностей изготовления 
зубчатых колес, погрешностей монтажа и деформации элементов зубчатых передач под действием 
рабочей нагрузки. 
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GENERALIZED DEPENDENCIES FOR THE SPATIAL CONNECTION OF CYLINDRICAL GEARS, 
TAKING INTO ACCOUNT THE PRESENCE OF ERRORS AND DEFORMATIONS OF THE GEAR 
ELEMENTS 
The method describing the geometry of the lateral surface of the spatially-modified cylindrical gears teeth is 
presented in the article when the geometry of the initial gear wheel is known for the conditions of external and 
internal links using generalized dependencies. The dependencies take into account the influence on the geometry 
of the lateral teeth surface of the errors in the gears manufacture, the errors in mounting and deformation of the 
gear elements under the work load influence. 
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1. Введение 
Важнейшей задачей в машиностроении является проектирование и изготовление 

конкурентоспособных машин и агрегатов с высокими эксплуатационными характери-
стиками. Решение этой задачи в значительной степени зависит от качества и эффектив-
ности изготовления и сборки деталей и узлов, в том числе цилиндрических эвольвент-
ных зубчатых колес и передач на их основе. К зубчатым колесам и передачам традици-
онно предъявляются повышенные требования по надежности, долговечности, нагру-
зочной способности, при сохранении или уменьшении габаритных размеров. Увеличи-
вают эксплуатационные показатели зубчатых передач путем применения более проч-
ных конструкционных материалов, повышением точности и качества изготовления и 
совершенствованием геометрии зацепления [1]. Совершенствование геометрии зацеп-
ления является наиболее перспективным направлением, позволяющим с минимальны-
ми затратами из тех же материалов и при той же точности изготовления получить пере-
дачу с большей нагрузочной способностью. 

К первым системам синтеза зубчатых зацеплений относятся системы геометро-
кинематического синтеза. В работе [2] Ф. Л. Литвина представлены несколько возмож-
ных способов геометро-кинематического синтеза зубчатых зацеплений. Более широкие  
возможности  синтеза  зубчатых  передач  различных  классов, типов и видов  
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представил М. Л. Ерихов [3]. Существуют системы синтеза зубчатых зацеплений по 
качественным показателям c использованием блокирующих контуров. Системы гео-
метрического синтеза представлены Г. И. Шевелевой [4], В. П. Шишовым [5], А. И. 
Павловым [6]. Одной из современных систем теоретического синтеза эвольвентных 
зубчатых передач, является система предложенная проф. Э. Б. Вулгаковым [7]. Система 
синтеза зубчатых зацеплений, включающая теоретическое и технологическое формооб-
разование представлена в работах [8, 9]. 

Создание высоконагруженных передач зацепления связано с нахождением гео-
метрии рабочих поверхностей, обеспечивающей высокие значения критериев работо-
способности [6, 10, 11, 12, 13, 14]. Другим направлением создания зубчатых передач с 
высокой нагрузочной способностью является синтез геометрии зубьев зубчатых пере-
дач по заданной линии зацепления. Для реализации подходов по проектированию пере-
дач разработаны системы синтеза и оптимизации цилиндрических зубчатых колес и пе-
редач [1, 15, 16], в том числе и с многокритериальной оптимизацией [17, 18]. Основные 
положения системы оптимизационного синтеза профилей зубьев цилиндрических пе-
редач представлены в работах [1, 15, 16]. 

Синтез зубчатых передач различных классов, типов и видов должен осуществ-
ляется с учетом их жизненного цикла. При этом важными этапами жизненного цикла 
зубчатых передач являются взаимосвязанные рекуррентные  процессы их теоретиче-
ского и технологического формообразования [8, 9, 19, 20]. Работа по созданию техни-
ческих систем синтеза зубчатых передач получила свое дальнейшее развитие с распро-
странением новых информационных технологий [21], в том числе и технологии сквоз-
ной поддержки сложной наукоемкой продукции на всех этапах ее жизненного цикла, 
называемых CALS-технологиями (Continuous Acquisition and Life-cycle Support) [22]. 

Работоспособность зубчатых передач зависит от вида и величины перемещений, 
которые вызваны наличием погрешностей изготовления; погрешностей монтажа зубча-
тых венцов; погрешностей взаимного положения зубчатых венцов, возникающих в 
процессе эксплуатации вследствие деформаций элементов зубчатых передач [23, 24]. 
Наличие погрешностей приводит к пространственному характеру контактирования 
зубьев в соединении и к необходимости синтеза пространственных геометрий боковой 
поверхности зубьев близких к их естественному износу в процессе эксплуатации. 

Широкое применение пространственных соединений цилиндрических зубчатых 
колес затруднено из-за сложности геометрии самих изделий, геометрии режущего ин-
струмента и кинематики относительных движений инструмента и заготовки. Поэтому 
возникает необходимость в разработке таких способов формообразования, подходов в 
описании геометрии рабочих поверхностей зубьев и режущих инструментов, которые 
позволят полностью использовать возможности современного технологического обо-
рудования при применении современных компьютерных технологий, что в конечном 
счете определяет актуальность представленной работы. 

 
2. Основная часть 
В работе рассматриваются зубчатые соединения цилиндрических зубчатых ко-

лес внешнего и внутреннего зацепления, в том числе соединения с внутренним зацеп-
лением с передаточным отношением равным единице, применяемые в зубчатых муф-
тах. Профиль зубьев колес и обойм зубчатых муфт принимается эвольвентным с пря-
молинейной образующей. Боковые поверхности зубьев шестерни и зубчатой втулки 
выполняются с пространственной геометрией, способной компенсировать погрешности 
изготовления и монтажа, а также перемещения вызванные деформациями, которые 
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возникают в процессе эксплуатации элементов зубчатых соединений. На рис. 1 – 3 
представлены системы координат цилиндрических зубчатых колес соответственно: 
внешнего зацепления, внутреннего зацепления и внутреннего зацепления с передаточ-
ным отношением равным 1. Как видно из рис. 1 – 3 с каждым из элементов зубчатого 
соединения связана одна правосторонняя подвижная система координат: S1(x1, y1, z1) - 
подвижная система координат связанная с шестерней или с зубчатой втулкой, S2(x2, y2, 
z2) - подвижная система координат связанная с зубчатым колесом или зубчатой обой-
мой. А так же выбрано расположение неподвижной, абсолютной системы координат S 
(x, y, z) – начало координат, которой совпадает с полюсом зацепления P. 

Зубья колес во время эксплуатации взаимодействуют при наличии погрешно-
стей изготовления, монтажа и перемещений, вызванных деформациями, которые воз-
никают под действием рабочей нагрузки. Примем что оси системы координат зубчато-
го колеса (зубчатой обоймы) параллельны осям абсолютной системы координат, а на-
чало координат лежит на оси OY. А все возможные погрешности, деформации и пере-
мещения сведем к суммарным значением перемещений и поворотов [25, 26] и прида-
дим их подвижной системе координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней (зубчатой 
втулкой). Таким образом, системе координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней (зубча-
той втулкой) сообщается рис. 4: 

- поворот относительно оси x1 на угол φxΣ, матрица перехода: 
 

;
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- поворот относительно оси y1

1на угол φyΣ, матри-
ца перехода: 
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- три перемещения относительно трех координат-
ных осей абсолютной системы координат ΔxΣ, ΔyΣ, ΔzΣ, 
матрица перехода: 
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- во время работы шестерня (зубчатая втулка) 
вращается вокруг оси z1

III, вращение задается углом поворота φ1, матрица перехода: 

Рисунок 1. Системы коор-
динат цилиндрических зуб-
чатых колес внешнего за-
цепления 
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- перенос начала координат в полюс зацепления P, матрица перехода: 
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Найдя произведение матриц MxΣ, MyΣ, Mсм, M1 и MP1 получим матрицу пере-

хода от системы координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней (зубчатой втулкой) к аб-
солютной системе координат S(X, Y, Z): 

,
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где ;coscos 111  ym          

;sinsincossincos 1112   yxxm       
;sincoscossinsin 1113   yxxm       

;sincos 1114    yxm       
;sincos 121   ym        

(7) 

  
Рисунок 2. Системы координат ци-
линдрических зубчатых колес внут-
реннего зацепления 

Рисунок 3. Системы координат цилиндри-
ческих зубчатых колес внутреннего зацеп-
ления с передаточным отношением равным 
1 
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;sinsinsincoscos 1122   yxxm       
;sinsincossincos 1123   yxxm       

;sincos 11124    xRym       
;sin31  ym          

;sincos32  xym         

;coscos33  yxm         
.34  zm          

 
Система уравнений для перехода от системы координат S1(x1, y1, z1) связанной с 

шестерней (зубчатой втулкой) к абсолютной системе координат S(X, Y, Z) имеет вид: 
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Матрица перехода от абсолютной системы координат S(X, Y, Z) к системе коор-

динат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней (зубчатой втулкой) имеет вид: 
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где ;coscos 111  ym           
;sincos 112   ym         
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Система уравнений для перехода от абсолютной системы координат S(X, Y, Z) к 
системе координат S1(x1, y1, z1) связанной с шестерней (зубчатой втулкой): 
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Системе координат S2(x2, y2, z2) связанной с зубчатым колесом (зубчатой обой-

мой) сообщается (рис. 4): 
- поворот вокруг оси z2 на угол φ2, матрица перехода: 
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- для рассмотрения элементов зуб-
чатого колеса (зубчатой обоймы) в абсо-
лютной системе координат начало коор-
динат системы переносится в полюс за-
цепления P, матрица перехода: 
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Найдя произведение матриц (12) и 

(13) получим матрицу перехода от систе-
мы координат S2(x2, y2, z2), связанной с 
зубчатым колесом (зубчатой обоймой) к 
абсолютной системе координат S(X, Y, Z): 
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Система уравнений при переходе от 

системы координат S2(x2, y2, z2) связанной с зубчатым колесом (зубчатой обоймой) к 
абсолютной системе координат S(X, Y, Z) имеет вид: 
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Рисунок 4. Системы координат цилинд-
рических зубчатых колес внешнего за-
цепления при наличии погрешностей 
изготовления и монтажа, а также де-
формаций элементов зубчатых передач 
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Матрица перехода от абсолютной системы координат S(X, Y, Z) к системе коорди-
нат S2(x2, y2, z2) связанной с зубчатым колесом (зубчатой обоймой) имеет вид: 
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Система уравнений при переходе от абсолютной системы координат S(X, Y, Z) к 

системе координат S2(x2, y2, z2) связанной с зубчатым колесом (зубчатой обоймой): 
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Обобщенные уравнения геометрии боковой поверхности зуба шестерни (зубчатой 

втулки) получим при рассмотрении находящихся в соединении зубчатых колес в одной 
системе координат, например в системе координат связанной с первым зубчатым коле-
сом (зубчатой втулкой). Для чего в зависимости (11), которые описывают в общем виде 
геометрию боковой поверхности зуба первого зубчатого колеса (зубчатой втулки) под-
ставим зависимости (15), которые описывают геометрию боковой поверхности зуба ко-
леса (зубчатой обоймы) в абсолютной системе координат: 
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Раскрыв скобки и приведя подобные слагаемые, получим обобщенные зависимо-

сти, определяющие геометрию боковой поверхности зубьев шестерни: 
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 (19) 

 
3. Заключение 
Таким образом, получены обобщенные зависимости позволяющие определять 

геометрию боковой поверхности зубьев шестерни (зубчатой втулки) в зависимости от 
геометрии боковой поверхности зубьев колеса (зубчатой обоймы) для передач с внеш-
ним и внутренним зацеплением, в том числе и с внутренним зацеплением с передаточ-
ным числом равным 1, присущим зубчатым муфтам. Представленные зависимости по-
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зволяют рассчитывать координаты точек, принадлежащих боковой поверхности зубьев 
цилиндрических зубчатых колес с учетом наличия погрешностей изготовления и мон-
тажа элементов зубчатых передач, а так же с учетом перемещений, вызванных дефор-
мациями элементов зубчатых передач, которые возникают в процессе эксплуатации из-
делий с зубчатыми колесами. 
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